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Grands théorémes d'échange et intégrales a parameétre

Dans ce chapitre, I désigne un intervalle de R non réduit a un point.

1. Théorémes d'échange

r.1. Théoréme de convergence dominée

Théoreme de convergence dominée (admis) :

Soient f, : I—>K, f : I-K. On suppose que :
1. VneN, f, estcontinue par morceaux sur /
2. (f,) converge simplement vers f sur /
3. f estcontinue par morceaux sur /
4. Hypothese de domination : 3¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur 7, telle que ¥V neN,

Alors V neN, f, estintégrable sur I et f estintégrable sur I, (f S n) converge, et lim f S ,12_[ e

fﬂ

%

Remarques :
— La fonction dominante ¢ ne doit pas dépendre de 7.

—Si I est borné, on peut choisir comme domination une fonction constante.

r.2. Echange série-intégrale

Théoreme d'échange série-intégrale en norme 1 :
Soit u, : I—K, telleque:
1. VneN, u, est continue par morceaux et intégrable sur /

o0
2. > u, converge simplement sur / vers f : x€l+s Y u, (x), avec f continue par morceaux sur I.
n=0

3. 2,

Alors f est intégrable sur /, Z f/ u, converge, et i f} u,IZJ'[ Z un:f] f.
n=0

n=0

u,| converge

Remarque :
Si f estintégrable sur I et u, est de signe constant sur /, on peut montrer que Z f} ‘un| converge.

Remarque :
Si on a les hypotheses f continue par morceaux et intégrable sur I, ¥ n€N, u, est continue par morceaux et

intégrable sur [ telles que Z u, converge simplement vers f sur /, mais que Z fl ‘un‘ ne converge pas :

n
On pose Sn:z u, et R = Z u,=f—S§,. Par somme finie, S, estintégrable sur I et par différence R, est
k=0 k=n+1

intégrable sur 7, et f/ f:_f[ Sn+f[ Rn:L Z uk+fl anz L uk+_f1 R, (car somme finie et u, intégrable.)
k=0 k=0

o0
On essaie alors de montrer quef R, — 0, etdans ce cas E f u, converge, et E f u :_[ f.
I "poowo 1" ‘ " I
e

Pour obtenir f{ R, — 0, on utilise soit le théoreme de convergence dominée, soit une méthode directe.
n—0o0




2. Intégrales a parameétre

Cadre d'étude :
. . e s . AXI K
Soient A et I deux intervalles de R non réduits a un point, et f : - .

(x,1) = f(x,1)

Sous réserve d'existence, on pose F(x):f] f(x,t)dt.

2.1. Théoréme de continuité sous le signe intégrale

Théoreme de continuité sous le signe intégrale :

On suppose que :
1. VY x€A, t— f(x,t)est continue par morceaux et intégrable sur /

2. Ytel, x— f(x,t)estcontinue sur A
3. ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur I telle que ¥ (x,)€AXI, |f(x,t)|<p(t)

Alors F(x) existe et est continue sur A.

Preuve :
V x€A, t f(x,1) estintégrable sur I et continue par morceaux sur I, donc F existe bien.

Soit a€A. Pour montrer que F est continue en a, on utilise une caractérisation séquentielle. Soit (x”)EAN telle

que x, — a. On veut montrer que ( F(x,)) converge vers F(a). F(xn):f[f(xn,t)dt, F(a):flf(a, t)dt.

Onnote g, : t— f(x,,t), et g : t+ f(a,t). g, et g sontcontinues par morceaux et intégrables sur /.

Viel, g,(t)=f(x,t) = fla,t), car Vt€l, x> f(x,t) estcontinue en a. Donc (g,) converge simplement
vers g sur I. Vrel, VneN, gn(t)‘=|f(xn,t)‘<(p(t),  continue par morceaux, positive et intégrable sur I.

Donc par théoréme de convergence dominée appliqué a la suite (g, ), fl g,(t)dt = _f ,g(t)dt, clest-a-dire

F(x,) — F(a). Ainsi par caractérisation séquentielle, F estcontinue en a.

Cela étant vrai Va€A, F est continue sur A.

Remarques :
— L'hypothése 3 du théoréme implique que ¥V x€A, r+— f(x,t) estintégrable sur I, mais en pratique, on

commence généralement par 1'étude de 'existence de f, ce qui revient a étudier 1'intégrabilité de 1+ f(x,1).

— Si on ne parvient pas & dominer pour tout couple (x,7) de AXI, on restreint A, notamment sur des segments
(domination locale), mais jamais /.

— La preuve séquentielle du théoreme s'adapte a la recherche de limites de F aux bornes de A. Si a est une borne
de A dans R, pour chercher une limite de F en a si elle existe, on peut considérer une suite (x,) d'éléments de A

qui tend vers a et étudier la suite (F(x,)). D'autres méthodes sont possibles également (directe par exemple).

Corollaire :
On suppose que :
1. Vx€A, t— f(x,t) estcontinue par morceaux et intégrable sur [
2. Ytel, x— f(x,t) estcontinue sur A
3. Pour tout segment B inclus dans A, I continue par morceaux, positive et intégrable sur [ telle que
Y (x,t)€BXI, |f(x,t)|<p(t)
Alors F(x) existe et est continue sur A.

Exemple : premiére étude de la fonction Gamma 0((,;I'Euler :
Sous réserve d'existence, on pose I'(x) :JIO t*'e'dr, WV xeR.

— Domaine de définition : Soit x€R, onpose f (t)=t""'e™". On étudie l'intégrabilité de f_sur I=]0,+oo].
- f, estcontinue sur / et positive.

1 1 _ .
© [, 7520, et —— estintégrable sur 10,1] & x>0, donc par théoréme de comparaison, f est
t

intégrable sur |0,1] & x>0.



t
intégrable sur | 1,+o].
- Finalement, f, estintégrable sur |0+o| < x>0.
Ainsi I est définie sur A=]0,+o].

- fudn)=0

11—

| s :
, €t t— — est intégrable sur [1,+o][, donc par théoréme de comparaison, f est
t

— Equation fonctionnelle : Soient x>0, (g, y)EI’. J: txeftdt:[—t"ef’]&rxfi e dt
Par passage 2 la limite, (¢ >0 et y—>o), on obtient I' (x+1)=xI(x)
—Calcul de I'(n), neN" : F(l):f:e_tdt:{—e_t]SZI, etcomme I'(n+1)=nl(n), onaI'(n+1)=n!,
clest-a-dire VneN", I'(n)=(n—1)!
— Continuité de I' : Soit f(x,t)=t""e".
- Vx€A, t f(x,t) est continue et intégrable sur I, et Vi€l, x> f(x,t) est continue sur A.
- Soient |a,b|cA, et x€|a,b].
o Sit€]0,1], In(t)<0 = x+e e ' est décroissante et positive
= Vx€[a,b], 0<e" Mgl Mgl
o Site[l,+of, In(t)=0 = xoe "¢ est croissante et positive
= Vx€la,b], 0<e™ N eigelt- 0 7ty o7t
e’ site€]0,1]
77 site]l, ool
Par construction, ¥ (x,7)€[a, b]XI, |f(x,1)|<e(t)
Ainsi par théoréme de continuité avec hypothese de domination locale, I' est continue sur A.

(x—1)In(z)

Soitp : t— , continue par morceaux, positive et intégrable sur /

2.2. Théoréme de dérivabilité sous le signe intégrale

Théoréeme de dérivabilité sous le signe intégrale, ou formule de Leibniz :
On suppose que :

1. VY x€A, t— f(x,t) estcontinue par morceaux et intégrable sur /
0
2. VY (x,t)eAXI, a—f(x,t) existe
X
af

3. Vx€A, t— 6—(x ,1) est continue par morceaux et intégrable sur /
X

0
4, VYtel, x|—>—f(x,t) est continue sur A

ox
)
ar

X

5. Jy continue par morceaux, positive et intégrable sur I telle que V' (x,t)€AXI, x, H)|I<y (1)

Alors V x€A, Lg—f(x,t)dt existe, F : x€EA— flf(x,t) est définie et de classe %' sur A,
x

et V xEA, F’(x):flg—f(x,t)dt.
X

Preuve (rapide) :

Soit a€A, x€A\|a].

dr. A t fixé, on applique le théoreme des accroissements

flx.t)=fla,t)_of

x—a 0x

X

F(x)_F(a):J' f(x’t)_f(a’t)

finisa x+— f(x,t) entre a et x : ¢, ,Ela, x| ou |x,al tel que

(Cx,r:t)~

TN N
On considere alors (x,)EA" telle que x, — a.
n—o0

f(xn’t)_f(a’t) '

x,—a

On applique alors le théoréme de convergence dominée a g, (¢)=

Remarque :
On peut remplacer I'hypotheése de domination par une hypothése de domination locale.



Corollaire :
Soit peN”, on suppose que :

1. Vx€A, t— f(x,r) est continue par morceaux et intégrable sur /

ak
2. Vke[l,p], V(x,t)EAXI, a—fk(x,t) existe
X
ak
3. Vke|l,p], Vx€A, t— P (x,1) est continue par morceaux et intégrable sur /
X
ak
4. Yke[l,p], Viel, x— Py (x,t) est continue sur A
X
5. Vke[l,p], Ty, continue par morceaux, positive et intégrable sur / telle que
ak
V (x,1)€AXI, ax];(x,t)<q/k(t)

k
Alors F : fo[f(x,t)estdéfinieetdeclasse " sur A, et VkeE[1,p], Vx€A, F(k)(x)z‘[' 0 f(x,t)dt.

I ox"
Remarques :
— On peut remplacer 'hypothese de domination par une hypothese de domination locale.
— Si le corollaire s'applique pour tout p€N", alors F est de classe &~ sur A.
Exemple : s%‘te de I'étude de la fonction Gamma d'Euler :
[(x)=[,r"e"dr, définiesur A=R’,
x=1 = x—1)In - * 0 x—1 —
— Caractére ' sur A : Onpose f(x,t)=t""e'=e"""""e™. V(x,t)eR?, a—f(x,t):ln(t)t e
X
- Fixons x>0. tl—)Z—f(x,l) est continue sur /=R, eten 0, ln(t)f‘*lef'tjoln(t)t"*l<0.
X
Soit ye|1—x,1[, tyln(t)txithW'“lln(t)t:)()O, et comme y<1, parregle de Riemann en 0,
t—In(r)r* " est intégrable sur |0,1]. Par théoréme de comparaison, 7+ g—f (x,t) est intégrable sur |0, 1].
X
x—1 —t 1 1 af . z
En o, In(7)r'" e '=0|5|, >0, et 2>1, donc a—(x,t) est intégrable sur [ 1,+oo].
1w | T t X
0
S X a—f(x, t) est continue sur A.
X

t“In(t)|e”’, site]0,1]

- Soit [a,b|cA, et x€|la,b]|. Vtel, - ,
£ |In(t)e”, sit>1

(x,0)|=|In(s)| e < =y (1).

of
x

Y est positive, continue par morceaux et intégrable sur I.
- Yx€A, 1t f(x,1) est continue et intégrable sur I.
D'apres le théoreme de dérivabilité sous le signe intégrale, I" est de classe 7' pour tout segment [a,b|cA, donc
estde classe ' sur A, et Vx€A, T’(x):f: t* 'In(t)e”'dt. (Remarque: I'’(1)=—y).
Par récurrence, on démontre de méme que I est de classe Z~ sur A.
V peN*, Y x>0, F(”)(x):_[: t*'(In(r))"e"dt, etnotamment I'”(x)>0, donc I est convexe sur A.
I'(x+1) _ I'(1)+xI'’(1)+o(x) 1

—FBtudede I'en 0 : I'(x+1)=xI'(x)  I'(x)= = = —+I"(1)+o(1).
X x—0 X x-0 x

R i R
WA RXET
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